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Résumé—On étudie suivant la méthode de Bashelishvili le champ du déplacement du demi-plan élastique homo-
géne isotrope. On établit la correspondance entre les données aux limites, ce qui permet d’étudier les problémes
mixtes d’une maniére simple.

1. INTRODUCTION

ON connait les solutions fondamentales des deux problémes aux limites relatifs au semi-
espace ¢lastique homogéne et isotrope: la solution de Boussinesq pour les données en
contraintes [1] et celle de Bashelishvili pour les données en déplacements [2]. Les solutions
correspondantes pour le demi-plan élastique s’obtiennent facilement en considérant la
déformation plane du semi-espace. Nous étudions dans cette note les problémes relatifs
au demi-plan et montrons que des'données mixtes peuvent &tre ramenées soit a des données
en contraintes, soit a des données en déplacements.

Au paragraphe 2, nous rappelons la-solution de Bashelishvili relative au semi-espace,
d’ou il est facile d’établir la correspondance entre déplacements et contraintes a la surface
limite. La correspondance inverse, expression du déplacement aux limites a partir des
données de la contrainte, est bien connue.

Au paragraphe 3, sont données les formules de transformation relatives au demi-plan.
Elles font apparaitre certains relations de réciprocité qui sont utilisées pour la transforma-
tion des données aux limites.

Au paragraphe 4, nous donnons I’application de la méthode au cas d’une fissure plane
dans un milieu indéfini, lorsque sur les deux lévres de la fissure on impose soit des déplace-
ments, soit des contraintes, soit des données mixtes. Nous étudions également le poingon
lisse. Les calculs sont nettement plus simples que les calculs fondés sur la méthode de
Muskhelishvili et ils permettent une intégration numérique.

2. MATRICE DE BASHELISHVILI

L’espace €tant rapporté a trois axes rectangulaires Ox, x,x5, soit le semi-espace élastique
homogene isotrope de constantes de Lamé A, p, désigné par V(x; < 0), limité par le plan
P(x; = 0). On désigne par § la restriction de g(x) au plan P. Soit la matrice:

7 3(A+p) dp dp |x3

Kix 1) = ————| 5+ 2R B P28
yx 1) n(/1+3,u)|:5’ 2 p ondtp? )

f(x,t) = distance x, t x = (Xq,X5,X3)

1025



1026 H.D. Bui
Elle fait connaitre par:

uix) = — f Kijx. 0)i1) dS, @)
P

les composantes du déplacement de tout point x de V, lorsqu’on impose le déplacement
continu #(t) au point t de P. En effet, (2) est solution du systéme homogéne de I'élastostatique.
D’aprés un théoréme de Kupradze [2], elle vérifie les conditions 2 la limite

lim — f K f{x, )y ds, = a(y).
xeV P

x-=+yeP
Enfin si les données #; sont bornées a I'infini, la solution (2) est bornée A I'infini. Cette
restriction est suffisante pour 'uncité de la solution (Turteltaub et Sternberg [3]).

Les contraintes en un point x de V s’obtiennent par dérivations partielles de (2) sous
le signe somme. Il est intéressant de connaitre les contraintes quand on s’approche du
plan limite par les valeurs de x5 négatives. Soit y un point du plan, y = (y,y,0). Cherchons
par exemple la dérivée partielle:

. . uzlx)—d;(y)
3 3(y) = lim ————=, X = (y1yaX3)-
x3<0 X3
x3—~0
L intégrale (2) sur le plan P est décomposée en deux parties, ['une correspondant 4 P—C et
l'autre a C, ou C = C(g, y) est un cercle du plan de centre y et de rayon ¢ > 0, arbitrairement

petit.

ust)—dsly) _ —n f B0 —i3y) yo J ()~ 5y) 4o
X3 mi+3wJp-c Pt x) ‘nA+3w e P x) !
REETIE f iy o 30 f 3(0)=i5(0)
20430 e P x) L 2m(a+3w) e POt x) !
I P R Ul R zj_ﬁ‘_?gfz'l
71302 | 0 2+ 30 ) e

La somme des trois derniers terms est identiquement nulle:

173()’)[ u 3(A+p)

(—27) 2n
X5 | AA3n T 2+ 3

‘3—)—1] =0 (X3<0).

La troisieme intégrale sur P— C est finie et proportionnelle & x3, sa limite quand x; —» 0
est donc nulle. Quand a la deuxiéme et la quatriéme intégrale sur C, elles ont respective-
ment comme limites quand x5 — 0 les valeurs Ofe) et zéro, ce qu’on vérifie facilement,
pourvu que #t) soit deux fois dérivable au voisinage y, les dérivées premiéres continues,
les dérivées secondes continues par morceaux. Il vient finalement :

s a0 =10) ¢ o) (3)

i3500) = ——5
3,3()’) 71'(/1‘[’3/1) P-Cle,y) p:’(ts y)
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pour ¢ arbitrairement petit. On voit que le calcul des contraintes a la limite introduit les
intégrales singuliéres au sens des valeurs principales. Nous les notons par des intégrales

ordinaires en sous entendant toujours les valeurs principales.
Les autres dérivées partielles s’obtiennent facilement. Voici les composantes des

contraintes normales et tangentielles en tout point y ou Gi/y) est régulier:

v B
) =~ f M as,— 23:((/1,1:3;2)f (t, —yl);[;z;’(ty))— 0 4
+(—12+ﬁ;ma3,1(y)_ ;;;(;:3;;)) ,, (ti—y)(ts —psyé) 511;2(1) —i,(y)] as. @
= f P [ o=
" (ﬁf;u)a“(y ) 2375(;: 371)) f 2t _ps};;) Ejl(t)_ D,

3. LE DEMI-PLAN ELASTIQUE

Nous étudions le demi-plan (x,,x; < 0) par la déformation plane du semi-espace.
Le champ des déplacements est paralléle au plan x, = 0 et ne dépend pas de x,. Apres
intégration par rapport a t, les formules (2) donnent :

_2(A+p) Tty —x)x3is(t)
uilx) = n(l+3u) f_ P, x) dy
2u * (A+w) (£, —x,) |x3il(ty)
_n(l+3u)f—w [H o Pt x) }pz(t,x) i 5

Uy(x) = — 2u JNLOO 1+(A+H) (t;—x )% |x3tislty)
? n(A+3m) ) g pALx) | pMex) !

2(A+p) (ty —x1)x3d,(,)

mA+3wJ-.  pHtx) !

Soit U I'espace des fonctions f(x,) continues, deux fois continument dérivables par mor-
ceaux (discontinuité de f' = f,, aux points w,...) et se comportant & I'infini comme
o(lx,|). Les intégrales de (4) sont effectuées par rapport a t,. Puis en intégrant le résultat
obtenu par parties, il vient aprés simplification (&, € U).

N e 20420 (7 &0
Gaalx;) = “—l+3#“1(x1)— A+30) ), t——xl
oy = HOEW [ EO W
G13(xy) = T +30) ) —x, dt+(l+3u)u3(xl) (6)
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On reconnait dans (6) les intégrales de Cauchy classiques (méthode de Muskhelishvili).
Ces formules nous donnent les contraintes aux limites a partir des données en déplace-
ments. Réciproquement les déplacements aux limites peuvent étre obtenus a partir des
données en contraintes par la résolution dans U des équations duales (6). Si 'une des
composantes du déplacement est connue, une seule équation intégrale est nécessaire pour
déterminer I'autre composante. Examinons ce type de probléme. Soient les données
mixtes suivantes ti; # 0 et ;3 = 0. La seconde équation (6) fournit ’équation intégrale
singuliére pour I'inconnue #; :

dt (x{ # w,) )

ey~ B2 1 [+ 50

H Moo I—Xy

dont la solution sous certaines conditions est bien connue. Elle est donnée par la formule
de réciprocité (Probléme de Hilbert & arcs infinis):

1 1J+“:ﬁ%0
A+2pum r—x,

ay(x,) = dt (x; # w,). 8)

o

Les conditions d’existence des relations de réciprocité (7) et (8) sont en fait assez larges.
Pour le probléme qui nous concerne, ii; étant dans U, on peut montrer qu'’il est suffisant
d’avoir if; décroissant monotonement a I'infini comme O(|x,| %) et @ comme O x| ~*~ 1),
o > 0 pour que (7) entraine bien (8) et réciproquement.

On note que d’aprés la premiére équation (6) et (8) la contrainte normale est propor-
tionnelle a @, . Pour satisfaire aux exigences mécaniques, la résultante des forces appliquées
au demi-plan devant &tre finie, il est donc nécessaire que #;(x,) soit sommable.

Les formules de réciprocité de Hilbert permettent la résolution trés simple des équa-
tions intégrales duales (6) quand les données sont maintenant &5 5 et 6, ;. En effet la premiére
équation (6) sous certaines conditions donne par réciprocité:

p lf*“’ﬁa(t)wau(t)dt g At 3m
e t—x, 2u?

Portant ceci dans la deuxiéme équation, on obtient I’équation intégrale de Cauchy pour
i, , dont la solution sous certaines conditions est donnée par la formule de réciprocité:
7.(¢) A+2p 1J+°° /)
whx)=———-
S 2u(At ) w
Les conditions portant sur f(z) et sur @;(t)+ao;(t) sont analogues a celles imposées a
il dans I’étude du premier probléme.
Nous allons donner I'application de cette méthode de transformation des données a
plusieurs problémes simples.

e M T2 855(t)
l—xldt’ f(x)_ala(x)_(/l-i—zu)njlm t—Xx d

-

4. EXEMPLES D’APPLICATION

(a) Fissure dans un milieu indéfini (données du déplacement normal)

La fissure est une coupure dans le plan (x,, x;) suivant le segment de droite |x,| < 4,
x5 = 0. Elle est initialement fermée. On écarte symétriquement ses deux levres. Par suite
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on se rameéne a I’étude du demi-plan dont voici les données:
=0, Bxd—0 S i1 Corom i <
G13(x1) =0, ds3(x,) = ilxy| = a, d(x,) = EE(M‘“ ) x| < a

ou C est une constante positive.
Le déplacement tangentiel est donné par la primitive continue et impaire de (8)

|

La contrainte normale est donnée par la premiére relation (6) et par (8):

2pu(A+p)C ]

(A +2p)a?
Nous retrouvons la solution classique bien connue (Green et Zerna [5)).

i+ 2p)a

a—Xl
a+x,

i (x,) = |:2ax, +(xt—a?)log

a—x,

633(X1) = [4a+2x1 lOg

a+x,

{(b) Fissure dans un milieu indéfini (donnée de la contrainte normale)
Les données sur la méme fissure sont:

f3(x,) =0, |x1| > a, G33(x) # 0 x4 < a, G13(x;) = 0.

Cherchons le déplacement normal #i;(x,) pour |x,| < a. La condition &,; = 0 permet

d’utiliser (7) et (8). En tenant compte de (8) la premiére relation (6) s’écrit :

_2u(i+u)1f+“ is(t)
(A+2p) n)_, (t—x,)

C’est 'équation intégrale singuliére pour @5 (Probléme de Hilbert a arc fini) dont la solution
est connue [6]: |x,| < a
1 J\+a

Le déplacement ii;(x,) dépend de deux constantes, déterminées par fi;(—a) = di;(a) = 0.
Le déplacement tangentiel est obtenu ensuite par (8).

G33(x,) = dt x| < a.

_ A+2p
- 2mp(A+p)

2855(t) C
t—x, |a® —x3F

a—t
a+t

a+x,
a—x,

3(x4)

(c) Poingons lisses

Le déplacement normal #i;(x,) est donné sur les intervalles ay < x; < bg (K =1...n).
La contrainte normale &5, est nulle en dehors de ces intervalles. La cission &, 5 est nulle
en tout point. Cette derniere condition permet d’utiliser (7) et (8). En tenant compte de (8)
et de la premiére relation (6), la relation (7) s’écrit :

_ A+ G33(1)
2np(A+ ) Jpt—xy

i3(xy) dt Xy # ag, by

L désigne la réunion des intervalles [axhg]. C’est I’équation intégrale singuliére pour
@33(x4) dont la solution est connue [6]. Si 4} est continue dans [agbg], la contrainte dans
ag < xy < by est donnée par:
%J‘ i) P, 1(xy)
L t—Xx4 IR (x1)Ry(x,)*

_2u(A+p)
(A +2u)

Ra(xl)
Ry(x,)

Ry(1)
R(t)

Ga3(xy) =
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avec

n

n
Ra(t) = n (t_aK)’ Rb(t) = H (t_bl()
K=1 K=1

P,_ ,(x,) est un polynome de degré n—1 dont les constantes sont déterminées par les
résultantes des forces appliquées sur chaque poingon.

Par exemple pour le poingon plat unique @3 = 0 dans —a < x; < a, la contrainte
normale sous le poingon est

633(x,) = FII " Y(@*—x3)"*  F:(Résultante des forces).
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(Regu le 3 Janvier 1968)

Abstract—The displacement field of an elastic, homogeneous, isotropic half-plane is studied by the method of
Bashelishvili. The correspondence between the prescribed boundary values is established, which permits the
study of mixed problems in a simple manner.

AGcrpakT—PaccMaTpuBaeTcs N0Me NepeMeLLeH il AT ynpyroi,01HOPOIHOH, H30TPONHOH| NONYIUIOCKOCTH
MeTonoM bawenuwBuau. YCTaHOBINBAETCS 3ABUCHMOCTH MEXAY 3aJaHHBIMH IDAHMYHBIMHU YCIOBHAMH,
KOTOpbIE TO3BOJIAIOT ONPEAETUTL CMELIaHbIE 331494 NPOCTLIM CIOCOGOM.



