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Resume-On etudie suivant la methode de Bashelishvili Ie champ du deplacement du demi-plan elastique homo
gene isotrope. On etablit la correspondance entre les donnees aux limites, ce qui permet d'etudier les problemes
mixtes d'une maniere simple.

1. INTRODUCTION

ON connait les solutions fondamentales des deux problemes aux limites relatifs au semi
espace elastique homogene et isotrope: la solution de Boussinesq pour les donnees en
contraintes [1] et celIe de Bashelishvili pour les donnees en deplacements [2]. Les solutions
correspondantes pour Ie demi-plan elastique s'obtiennent facilement en considerant la
deformation plane du semi-espace. Nous etudions dans cette note les problemes relatifs
au demi-plan et montrons que des donnees mixtes peuvent etre ramenees soit ades donnees
en contraintes, soit ades donnees en deplacements.

Au paragraphe 2, nous rappelons lao solution de Bashelishvili relative au semi-espace,
d'ou il est facile d'etablir la correspondance entre deplacements et contraintes ala surface
limite, La correspondance inverse, expression du deplacement aux limites a partir des
donnees de la contrainte, est bien connue.

Au paragraphe 3, sont donnees les formules de transformation relatives au demi-plan.
Elles font apparaitre certains relations de reciprocite qui sont utilisees pour la transforma
tion des donnees aux limites.

Au paragraphe 4, nous donnons l'application de la methode au cas d'une fissure plane
dans un milieu indefini, lorsque sur les deux levres de la fissure on impose soit des deplace
ments, soit des contraintes, soit des donnees mixtes. Nous etudions egalement Ie poinc;on
lisse. Les calculs sont nettement plus simples que les calculs fondes sur la methode de
Muskhelishvili et ils permettent une integration numerique.

2. MATRICE DE BASHELISHVILI

L'espace etant rapporte atrois axes rectangulaires Ox IX2X3, soit Ie semi-espace elastique
homogene isotrope de constantes de Lame 2, J1, designe par V(X3 < 0), limite par Ie plan
P(X3 = 0). On designe par ij la restriction de q(x) au plan P. Soit la matrice:

J1 [ 3 (2 + J1) ap ap]x3

Kiix , t) = n(2 + 3J1) Jij +2 -J1- ati at
j

p3

f(x, t) = distance x, t x = (Xl' X2' X3)'
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Elle fait connaitre par:
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(2)

les composantes du deplacement de tout point x de V, lorsqu'on impose Ie deplacement
continu u(t) au point t de P. En effet, (2) est solution du systeme homogene de I'elastostatique.
D'apres un theoreme de Kupradze [2], elle verifie les conditions ala limite

lim - r Kij(x, t)i1it) dS, = u(y).
xeV Jp

X-}-'€p

Enfin si les donnees Ul sont bornees a I'infini, la solution (2) est bornee a I'infini. Cette
restriction est suffisante pour I'uncite de la solution (Turteltaub et Sternberg [3]).

Les contraintes en un point x de V s'obtiennent par derivations partielles de (2) sous
Ie signe somme. II est interessant de connaitre les contraintes quand on s'approche du
plan limite par les valeurs de X 3 negatives. Soit Y un point du plan, Y = (Y1Y20). Cherchons
par exemple la derivee partielIe:

~ () I' u3(x) - U3(Y)u3 3 Y = 1m ,
. x,<O X3

x 3""'0

L'integrale (2) sur Ie plan Pest decomposee en deux parties, I'une correspondant it P - e et
I'autre it e, OU e == e(l:, y) est Un cercle du plan de centre Yet de rayon I: > 0, arbitrairement
petit.

U3(X)-U3(Y) _ -JI r u3(t)-u3(Y)dS -jl rU3(t)-U3(Y) dS
X3 - n(A+3jl»p_c p3(t, x) t n(A +3jl»c p3(t, x) t

_ 3(/.+jl) .2 r u3(tldS _ 3(I,+jl) 2 r U3(t)-U3(Y) dS
2n(/.+3jl)X3Jr_ cp5(t,x) I 2n(A+3jl)x3Jc p5(t, x) I

___JI__- U3(y)f~ 3(~+Jl) U3(Y)X~ r~_~!~.
n(2+3jl) pp3(t,X) 2n(A+3jl) Jc p5(t, x) X3

La somme des trois derniers terms est identiquement nulIe:

(x3 < 0).

La troisieme integrale sur P e est finie et proportionnelle a xL sa limite quand X3 -+ 0
est done nulle. Quand a la deuxieme et la quatrieme integrale sur e, elles ont respective
ment comme Iimites quand x 3 -+ 0 les valeurs O(B) et zero, ce qu'on verifie facilement,
pourvu que u(t) soit deux fois derivable au voisinage y, les derivees premieres continues,
les derivees secondes continues par morceaux. II vient finalement :

(3)
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pour B arbitrairement petit. On voit que Ie calcul des contraintes a la limite introduit les
integrales singulieres au sens des valeurs principales. Nous les notons par des integrales
ordinaires en sous entendant toujours les valeurs principales.

Les autres derivees partielles s'obtiennent facilement. Void les composantes des
contraintes normales et tangentielles en tout point Y ou Ui(Y) est regulier:

_ _ _ 2J12 _ ,_ _ J1(A + 2J1) r U3(t) - U3(Y) dS
O"dy) - (A+3J1)[U l ,I(})+U2.2(Y)] n(A+3J1)J

p
p3(t,y) t

/12 f ul(t)-U1(Y)dS - 3J1(A+/1) 5(tl-Ytl2[Ul(t)-UI(Y)]dS
a l3(Y) = 3 t 5 t

n(A + 3J1) p p (t, y) 2n(A + 3/1) p p (t, y)

+ 2/12 U () _ "3/1(A + J1) f (t 1 - YI)(t2- Y2) [U2(t) - U2(Y)] dS (4)
(A + 3J1) 3,1 Y 2n(A + 3J1) p p5(t,y) t

a23(Y) = - J12 rU2(t) - U2(Y) dS
t

_ 3J1(A + J1) r (t2- Y2)2[U2(t) - U2(Y)] dS
t

n(A + 3/1) Jp p\t, y) 2n(A + 3/1) Jp p5(t, y)

+ 2J12 U ()_3J1(A+J1) r(tl-Yl)(t2- y2)[Ut(t)-u1(Y)]dS.
(A + 3J1) 3,2 Y 2n(A + 3J1) JP p5(t, y) t

3. LE DEMI-PLAN ELASTIQUE

Nous etudions Ie demi-plan (Xl' X3 < 0) par la deformation plane du semi-espace.
Le champ des deplacements est parallele au plan X 2 = 0 et ne depend pas de X 2 • Apres
integration par rapport a t2 les formules (2) donnent:

(5)

Soit U l'espace des fonctions !(x1) continues, deux fois continument derivables par mor
ceaux (discontinuite de f' == !, 1 aux points wn ...) et se comportant a l'infini comme
0(1 XII)· Les integrales de (4) sont effectuees par rapport a t2 . Puis en integrant Ie resultat
obtenu par parties, il vient apres simplification (u i E U).

(6)
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On reconnait dans (6) les integrales de Cauchy classiques (methode de Muskhelishvili).
Ces formules nous donnent les contraintes aux limites a partir des donnees en deplace
ments. Reciproquement les deplacements aux !imites peuvent etre obtenus a partir des
donnees en contraintes par la resolution dans U des equations duales (6). Si i'une des
composantes du deplacement est connue, une seule equation integrale est necessaire pour
determiner I'autre composante. Examinons ce type de probleme. Soient les donnees
mixtes suivantes u3 =1= 0 et 0'13 = O. La seconde equation (6) fournit i'equation integrale
singuliere pour i'inconnue U'I :

-, ( ) _ (A+2,u) 1f+oo u~(t) dt
U3 Xl - ---

,u n -00 t-x l

(7)

(8)

dont la solution sous certaines conditions est bien connue. EI1e est donnee par la formule
de reciprocite (Probleme de Hilbert aarcs infinis):

If+oo -'(t)
U~(Xl) = __,u_ -- . ~dt

,1,+ 2,u n _ ex: t - Xl

Les conditions d'existence des relations de reciprocite (7) et (8) sont en fait assez larges.
Pour Ie probleme qui nous concerne, u3 etant dans U, on peut montrer qu'il est suffisant
d'avoir U3 decroissant monotonement ai'infini comme O(lxll-') et u~ comme O(IXll-a-l),
rJ. > 0 pour que (7) entraine bien (8) et reciproquement.

On note que d'apres la premiere equation (6) et (8) la contrainte normale est propor
tionnelle aU'l . Pour satisfaire aux exigences mecaniques, la resultante des forces appliquees
au demi-plan devant etre finie, il est donc necessaire que U'l (xd soit sommable.

Les formules de reciprocite de Hilbert permettent la resolution tres simple des equa
tions integrales duales (6) quand les donnees sont maintenant 0'33 et 0'13' En effet la premiere
equation (6) sous certaines conditions donne par reciprocite:

u3(xd = _,u_ ~ f+oo u~(t)+aITdt) dt
A+2,u n -ex: t-x l

,1,+ 3,u
a=--

2,u2

Portant ceci dans la deuxieme equation, onobtient i'equation integrale de Cauchy pour
u~ , dont la solution sous certaines conditions est donnee par la formule de reciprocite :

f
+ 00 - (t)

f(x) = O'13(X)-,u .~ dt
(A+2,u)n -ex: t-x

Les conditions portant sur f(t) et sur u~ (t) +aIT33(t) sont analogues a celles imposees a
U3 dans i'etude du premier probleme.

Nous allons donner i'application de cette methode de transformation des donnees a
plusieurs problemes simples.

4. EXEMPLES D'APPLICATION

(a) Fissure dans un milieu indefini (donnees du deplacement normal)
La fissure est une coupure dans Ie plan (XI' X3) suivant Ie segment de droite IXll :S a,

X3 = O. Elle est initialement fermee. On ecarte symetriquement ses deux levres. Par suite
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on se ramene a l'etude du demi-plan dont voici les donnees:

U3(X 1) = ~(xi-a2)
a

ou C est une constante positive.
Le deplacement tangentiel est donne par la primitive continue~ et impaire de (8)

J1C [ 2 2 1 a - Xli]u1(xd = (A 2 2ax1+(X1-a ) log -- .
7l +2J1)a a+x 1

La contrainte normale est donnee par la premiere relation (6) et par (8):

a 33(X1) = - 2~A~J1)~[4a+2X1 IOgl a-xli].
7l + J1)a a+x 1

Nous retrouvons la solution classique bien connue (Green et Zerna [5]).

(b) Fissure dans un milieu indefini (donnee de la contrainte normale)
Les donnees sur la meme fissure sont:

Cherchons Ie deplacement normal u3(xd pour Ix 11..s; a. La condition 0'13 = 0 permet
d'utiliser (7) et (8). En tenant compte de (8) la premiere relation (6) s'ecrit.:

_ 2J1(A + J1) 1f+u u~(t)
0"33(X 1) = - (1 2) - ~(_)dt Ix11 < a.11.+ J1 7l -u t Xl

C'est l'equation integrale singuliere pour u~ (Probleme de Hilbert aarc fini) dont la solution
est connue [6J: Ix 11< a

-'() A+2J1 la+ X 1It f+ u
la-tlta33(t)d CU3 Xl = -- -- --- t+-----;;--~

2nJ1(A+J1) a-xl -u a+t t-x1 la2 -xil t ·

Le deplacement U3(X1) depend de deux constantes, determinees par u3( - a) = u3(a) = O.
Le deplacement tangentiel est obtenu ensuite par (8).

(c) Poins;ons lisses

Le deplacement normal U3(X 1) est donne sur les intervalles aK ..s; Xl ..s; bK (K = 1 ... n).
La contrainte normale 0'33 est nulle en dehors de ces intervalles. La cission 0'13 est nulle
en tout point. Cette derniere condition permet d'utiliser (7) et (8). En tenant compte de (8)
et de la premiere relation (6), la relation (7) s'ecrit:

-'( )_ A+2J1 sa33(t)du3 Xl - t
271J1(A+ J1) L t- X1

L designe la reunion des intervalles [aKbK]. C'est l'equation integrale singuliere pour
a33(xd dont la solution est connue [6]. Si u~ est continue dans [aKbKJ, la contrainte dans
aK < Xl < bK est donnee par:
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avec
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n

Rit) = Il (t - aK),
K=I

n

Rb(t) = Il (t - bK )

K=l

Pn - 1(xd est un polynome de degre n - 1 dont les constantes sont determinees par les
resultantes des forces appliquees sur chaque poinl;on.

Par exemple pour Ie poinl;on plat unique il~ = 0 dans - a ::5: Xl ::5: a, la contrainte
normale sous Ie poinl;on est

F: (Resultante des forces).
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(Re(:u Ie 3 Janvier 1968)

Abstract-The displacement field of an elastic, homogeneous, isotropic half-plane is studied by the method of
Bashelishvili. The correspondence between the prescribed boundary values is established, which permits the
study of mixed problems in a simple manner.

A6cTpaKT-PaCCMaTpI1BaeTCli rrOJle rrepeMeWeHI1H ):IJlll yrrpyroH,O):lHOPO):lHOH, 1130TporrHoH rrOJlYIlJlOCKOCTH

MeTO):lOM baWeJlI1WBI1JlI1. YCTaHOBJlI1BaeTCli 3aBI1CI1MOCTb MelK):Iy 3a):laHHbIMI1 rpaHI1'1HbIMI1 YCJlOBHlIMI1,

KOTopbIe rr03BOJlllIOT orrpe):leJlI1Tb CMewaHble 3a):la'll1 rrpOCTbIM crroco6oM.


